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$/ /23 ,2: 0(,C 01 $6* 82/$I !"#$%& %+(,-. ,4 ,-@,4= '()* 
>"DB9 5#E;1 -GS* 01 4!#I !T;U !7 +B(59 2 -T#I !7 $AB9 )1 0(,0( 
-B(2C >"DB9 5#E;1 VF,A@ W@:  

𝑝! =
𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

𝑑𝑝!
𝑑𝑡

=
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!



𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

=? 𝑇 =#
!"#

$
1
2𝑚! 𝑥̇!% + 𝑦̇!% + 𝑧̇!%

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

=&
"#$

%
1
2
𝑚"

𝜕𝑥̇"&

𝜕𝑞̇!
+
𝜕𝑦̇"&

𝜕𝑞̇!
+
𝜕𝑧̇"&

𝜕𝑞̇!

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

=&
"#$

%
1
2
𝑚"

𝜕𝑥̇"&

𝜕𝑥̇"
𝜕𝑥̇"
𝜕𝑞̇!

+
𝜕𝑦̇"&

𝜕𝑦̇"
𝜕𝑦̇"
𝜕𝑞̇!

+
𝜕𝑧̇"&

𝜕𝑧̇"
𝜕𝑧̇"
𝜕𝑞̇!

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

=&
"#$

%
1
2
𝑚" 2𝑥̇"

𝜕𝑥̇"
𝜕𝑞̇!

+ 2𝑦̇"
𝜕𝑦̇"
𝜕𝑞̇!

+ 2𝑧̇"
𝜕𝑧̇"
𝜕𝑞̇!

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

=&
"#$

%

𝑚" 𝑥̇"
𝜕𝑥̇"
𝜕𝑞̇!

+ 𝑦̇"
𝜕𝑦̇"
𝜕𝑞̇!

+ 𝑧̇"
𝜕𝑧̇"
𝜕𝑞̇!



𝜕𝑇
𝜕𝑞̇,

=&
-./

0

𝑚- 𝑥̇-
𝜕𝑥̇-
𝜕𝑞̇,

+ 𝑦̇-
𝜕𝑦̇-
𝜕𝑞̇,

+ 𝑧̇-
𝜕𝑧̇-
𝜕𝑞̇,

𝑥" = 𝑥"(𝑞#, 𝑞$, … , 𝑞%&; 𝑡)̇𝑥! = $
"#$

%&
𝜕𝑥!
𝜕𝑞"

̇𝑞" +
𝜕𝑥!
𝜕𝑡

𝜕𝑥̇!
𝜕𝑞̇'

= $
"#$

%&
𝜕𝑥!
𝜕𝑞"

𝜕 ̇𝑞"
𝜕𝑞̇'

+ 0

𝜕𝑥̇!
𝜕𝑞̇'

= $
"#$

%&
𝜕𝑥!
𝜕𝑞"

𝛿"'

𝜕𝑥̇"
𝜕𝑞̇'

=
𝜕𝑥"
𝜕𝑞'

𝜕𝑥̇!
𝜕𝑞̇"

=
𝜕𝑥!
𝜕𝑞"



𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

=&
"#$

%

𝑚" 𝑥̇"
𝜕𝑥̇"
𝜕𝑞̇!

+ 𝑦̇"
𝜕𝑦̇"
𝜕𝑞̇!

+ 𝑧̇"
𝜕𝑧̇"
𝜕𝑞̇!

𝜕𝑥̇!
𝜕𝑞̇"

=
𝜕𝑥!
𝜕𝑞"

𝜕𝑦̇!
𝜕𝑞̇"

=
𝜕𝑦!
𝜕𝑞"

𝜕𝑧̇!
𝜕𝑞̇"

=
𝜕𝑧!
𝜕𝑞"

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

=&
"#$

%

𝑚" 𝑥̇"
𝜕𝑥"
𝜕𝑞!

+ 𝑦̇"
𝜕𝑦"
𝜕𝑞!

+ 𝑧̇"
𝜕𝑧"
𝜕𝑞!

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

=?
𝑑𝑝!
𝑑𝑡

=
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

𝑑𝑝!
𝑑𝑡

=
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

=&
"#$

%

𝑚"
𝑑
𝑑𝑡

𝑥̇"
𝜕𝑥"
𝜕𝑞!

+ 𝑦̇"
𝜕𝑦"
𝜕𝑞!

+ 𝑧̇"
𝜕𝑧"
𝜕𝑞!



𝑑𝑝!
𝑑𝑡

=
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

=&
"#$

%

𝑚"
𝑑
𝑑𝑡

𝑥̇"
𝜕𝑥"
𝜕𝑞!

+ 𝑦̇"
𝜕𝑦"
𝜕𝑞!

+ 𝑧̇"
𝜕𝑧"
𝜕𝑞!

𝑑𝑝!
𝑑𝑡 =%

"#$

%

𝑚" 𝑥̈"
𝜕𝑥"
𝜕𝑞!

+ 𝑥̇"
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑥"
𝜕𝑞!

+ 𝑦̈"
𝜕𝑦"
𝜕𝑞!

+ 𝑦̇"
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑦"
𝜕𝑞!

+ 𝑧̈"
𝜕𝑧"
𝜕𝑞!

+ 𝑧̇"
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑧"
𝜕𝑞!

𝑑𝑝!
𝑑𝑡 =%

"#$

%

𝑚" 𝑥̈"
𝜕𝑥"
𝜕𝑞!

+ 𝑦̈"
𝜕𝑦"
𝜕𝑞!

+ 𝑧̈"
𝜕𝑧"
𝜕𝑞!

+%
"#$

%

𝑚" 𝑥̇"
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑥"
𝜕𝑞!

+ 𝑦̇"
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑦"
𝜕𝑞!

+ 𝑧̇"
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑧"
𝜕𝑞!

𝑑𝑝!
𝑑𝑡 =%

"#$

%

𝐹"&
𝜕𝑥"
𝜕𝑞!

+𝐹"'
𝜕𝑦"
𝜕𝑞!

+𝐹"(
𝜕𝑧"
𝜕𝑞!

+%
"#$

%

𝑚" 𝑥̇"
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑥"
𝜕𝑞!

+ 𝑦̇"
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑦"
𝜕𝑞!

+ 𝑧̇"
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑧"
𝜕𝑞!

𝑄" =$
!#$

&

𝐹!(
𝜕𝑥!
𝜕𝑞"

+ 𝐹!)
𝜕𝑦!
𝜕𝑞"

+ 𝐹!*
𝜕𝑧!
𝜕𝑞"

𝑑𝑝&
𝑑𝑡 = 𝑄& +#

!"#

$

𝑚! 𝑥̇!
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑥!
𝜕𝑞&

+ 𝑦̇!
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑦!
𝜕𝑞&

+ 𝑧̇!
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑧!
𝜕𝑞&



𝑑𝑝&
𝑑𝑡 = 𝑄& +#

!"#

$

𝑚! 𝑥̇!
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑥!
𝜕𝑞&

+ 𝑦̇!
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑦!
𝜕𝑞&

+ 𝑧̇!
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑧!
𝜕𝑞&

𝑥" = 𝑥"(𝑞#, 𝑞$, … , 𝑞%&; 𝑡)

𝜕𝑥"
𝜕𝑞!

=
𝜕𝑥"
𝜕𝑞!

(𝑞#, 𝑞$, … , 𝑞%&; 𝑡)

𝑑
𝜕𝑥!
𝜕𝑞"

=
𝜕
𝜕𝑞#

𝜕𝑥!
𝜕𝑞"

𝑑𝑞# +
𝜕
𝜕𝑞$

𝜕𝑥!
𝜕𝑞"

𝑑𝑞$ +⋯+
𝜕
𝜕𝑡

𝜕𝑥!
𝜕𝑞"

𝑑𝑡

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑥!
𝜕𝑞"

=
𝜕+𝑥!
𝜕𝑞$𝜕𝑞"

𝑞̇$ +
𝜕+𝑥!
𝜕𝑞+𝜕𝑞"

𝑞̇+ +⋯+
𝜕+𝑥!
𝜕𝑡𝜕𝑞"

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑥"
𝜕𝑞!

=0
'(#

%&
𝜕$𝑥"
𝜕𝑞'𝜕𝑞!

𝑞̇' +
𝜕$𝑥"
𝜕𝑡𝜕𝑞!



𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑥"
𝜕𝑞!

=0
'(#

%&
𝜕$𝑥"
𝜕𝑞'𝜕𝑞!

𝑞̇' +
𝜕$𝑥"
𝜕𝑡𝜕𝑞!

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑥"
𝜕𝑞!

=0
'(#

%&
𝜕$𝑥"
𝜕𝑞!𝜕𝑞'

𝑞̇' +
𝜕$𝑥"
𝜕𝑞!𝜕𝑡

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑥0
𝜕𝑞1

=
𝜕
𝜕𝑞1

'
234

56
𝜕𝑥0
𝜕𝑞2

𝑞̇2 +
𝜕𝑥0
𝜕𝑡

𝑥# = 𝑥#(𝑞#, 𝑞$, … , 𝑞%&; 𝑡)

̇𝑥! = $
"#$

%&
𝜕𝑥!
𝜕𝑞"

̇𝑞" +
𝜕𝑥!
𝜕𝑡

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑥"
𝜕𝑞!

=
𝜕 ̇𝑥"
𝜕𝑞!



𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑥"
𝜕𝑞!

=
𝜕 ̇𝑥"
𝜕𝑞!

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑦"
𝜕𝑞!

=
𝜕 ̇𝑦"
𝜕𝑞!

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑧"
𝜕𝑞!

=
𝜕 ̇𝑧"
𝜕𝑞!

𝑑𝑝&
𝑑𝑡

= 𝑄& +#
!"#

$

𝑚! 𝑥̇!
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑥!
𝜕𝑞&

+ 𝑦̇!
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑦!
𝜕𝑞&

+ 𝑧̇!
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑧!
𝜕𝑞&

𝑑𝑝!
𝑑𝑡

= 𝑄! +&
"#$

%

𝑚" 𝑥̇"
𝜕 ̇𝑥"
𝜕𝑞!

+ 𝑦̇"
𝜕 ̇𝑦"
𝜕𝑞!

+ 𝑧̇"
𝜕 ̇𝑧"
𝜕𝑞!

𝑑𝑝!
𝑑𝑡

= 𝑄! +
𝜕
𝜕𝑞!

1
2
&
"#$

%

𝑚" 𝑥̇"& + 𝑦̇"& + 𝑧̇"&



𝑑𝑝!
𝑑𝑡

= 𝑄! +
𝜕
𝜕𝑞!

1
2
&
"#$

%

𝑚" 𝑥̇"& + 𝑦̇"& + 𝑧̇"&

𝑑𝑝!
𝑑𝑡 = 𝑄! +

𝜕
𝜕𝑞!

𝑇

𝑑𝑝!
𝑑𝑡

=
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

= 𝑄! +
𝜕𝑇
𝜕𝑞!



'#: >#0X %+(,-. /, 01 OF/& 45( >"(5? !7 )QB9:

𝐿(𝑞#, 𝑞$, … , 𝑞%&; 𝑞̇#, 𝑞̇$, … , 𝑞̇%&; 𝑡) = 𝑇 − 𝑉

)1 $/ 8I ,-(YC ZQST7 !7 >F,-@ A9 01 !M;N1 A#C ![#-7 2 A9 01 
!M;N1 A#C 6(\* >"DB9 5#E;1 0G;L7 $,/$:

𝑇 = 𝑇(𝑞#, 𝑞$, … , 𝑞%&; 𝑞̇#, 𝑞̇$, … , 𝑞̇%&)
$/ '#]7 )1 ,-(YC ^;#-GBP ,)_(, 01 !M;N1 A#C ![#-7 2 $/ 0(V7 
!F,HX 01 4!#I $,/$` )1 $/ ,5Qa# ,-(YC ^;#-GBP !G;bP ,4 4!#I /, 
0(/67 !7 )QB9

𝑉 = 𝑉(𝑞#, 𝑞$, … , 𝑞%&)



𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

= 𝑄! +
𝜕𝑇
𝜕𝑞!

𝐿 = 𝑇 − 𝑉

,0;@, 6D* cd !"#$]1 EFe 
/, 0('Gf >#0X %+(,-. 01 
$6* !7 82/59:

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇!

=
𝑑
𝑑𝑡

𝜕(𝑇 − 𝑉)
𝜕𝑞̇!

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇!

=
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

−
𝜕𝑉
𝜕𝑞̇!

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇!

=
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

− 0

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇!

=
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!



𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

= 𝑄! +
𝜕𝑇
𝜕𝑞!

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇!

=
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇!

= 𝑄! +
𝜕𝑇
𝜕𝑞!

'#: 6D* /,6* !"#$]1 /, 
0('Gf >#0X %+(,-. 01 $6* 
!7 82/59:

𝜕𝐿
𝜕𝑞!

=
𝜕(𝑇 − 𝑉)
𝜕𝑞!

𝜕𝐿
𝜕𝑞!

=
𝜕𝑇
𝜕𝑞!

−
𝜕𝑉
𝜕𝑞!

−
𝜕𝑉
𝜕𝑞!

= 𝑄!

𝜕𝐿
𝜕𝑞!

=
𝜕𝑇
𝜕𝑞!

+ 𝑄!



𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇!

= 𝑄! +
𝜕𝑇
𝜕𝑞!

𝜕𝐿
𝜕𝑞!

=
𝜕𝑇
𝜕𝑞!

+ 𝑄!

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇!

=
𝜕𝐿
𝜕𝑞!

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇!

−
𝜕𝐿
𝜕𝑞!

= 0

!"#$%& %+(,-.



$/ /23 $2J 0(,C 01 $6* 82/$I !"#$%& %+(,-. ,4 ,OP )D;(5K 
)QR )Principle of Least Action( ,6;<#$= !7 )QB9  

^BR ,4 0B#I /23 EFe !b@!;# 0(,C 8WQ#5g 0# ,5K /23 ,0;@, 5#$82/C 
!7 )QB9 )1 hSU ,OP E(!# $/ ,^;Bi AQ@67 $,/59:
,OP E(!#: -F/ 
0(,C /E;K ,4 
-bj1 A 01 -bj1 B 
$/ !GB(C 
'()* !7 )Q@ 
)1 4!#I ^BD#5R 
!GB( )DBQ1 WF$.

𝑛#

𝑛$

A

B

𝑛# = 𝑛$
𝑛# > 𝑛$
𝑛# < 𝑛$



𝑛#

𝑛$

A

B

𝑛# < 𝑛$

𝑥
𝑙

𝑙′

𝑙′ − x
𝜃$

𝜃&
𝑙′′

𝑡 =
𝑙& + 𝑥&

𝑐/𝑛$
+

𝑙′′& + (𝑙) − 𝑥)&

𝑐/𝑛&

𝑑𝑡
𝑑𝑥 =

𝑛$
1
2 (2𝑥)

𝑐 𝑙& + 𝑥&
+
𝑛&
1
2 2 −1 𝑙' − 𝑥

𝑐 𝑙''& + (𝑙' − 𝑥)&
= 0

𝑛/
𝑥

𝑙0 + 𝑥0
= 𝑛0

𝑙1 − 𝑥
𝑙110 + (𝑙1 − 𝑥)0

𝑛! sin 𝜃! = 𝑛" sin 𝜃"
)1 AD#I H#-FI ,6QPk$)#/& $/ VNFl -F/ ,6*

01 hF/ !T#01 !7 >F,I !"#$]1 '()* %+(,-. 5i m/= 0# Z(J 6[FI nB( 
O<( /, ,4 ,OP A#!Bo;FI 01 $6* 82/$ 





,OP A#!Bo;FI: 5i m/= 01 Z(J m 
0(,C /E;K ,4 -bj1 A 01 -bj1 B $/ 
!GB(C '()* !7 )Q@ )1 )QR S 
)DBQ1 WF$

𝑡

𝑞

A

𝑡)

𝑞)

B

𝑡*

𝑞*

𝑆 = (
#!

#"
𝐿 𝑞, 𝑞̇, 𝑡 𝑑𝑡

𝐿 = 𝐿 𝑞, 𝑞̇, 𝑡 = 𝑇 𝑞, 𝑞̇ − 𝑉(𝑞, 𝑡)

𝛿𝑆 = $
*/

*0
𝐿 𝑞 + 𝛿𝑞, 𝑞̇ + 𝛿𝑞̇, 𝑡 𝑑𝑡 − $

*/

*0
𝐿 𝑞, 𝑞̇, 𝑡 𝑑𝑡 = 0

!"#$ %"& '$ ()*+ ,-./0 &1 23)4 A 5 B 6)78 9./:; 5 <3= 7-> ?@> 23)4 AB !"?2:; !C--D '::;



𝛿𝑆 = A
+2

+3
𝐿 𝑞 + 𝛿𝑞, 𝑞̇ + 𝛿𝑞̇, 𝑡 𝑑𝑡 − A

+2

+3
𝐿 𝑞, 𝑞̇, 𝑡 𝑑𝑡

𝐿 𝑞 + 𝛿𝑞, 𝑞̇ + 𝛿𝑞̇, 𝑡 = 𝐿 𝑞, 𝑞̇, 𝑡 +
𝜕𝐿
𝜕𝑞
𝛿𝑞 +

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇

𝛿𝑞̇

𝛿𝑆 = 2
,(

,)
𝐿 𝑞, 𝑞̇, 𝑡 𝑑𝑡 + 2

,(

,) 𝜕𝐿
𝜕𝑞
𝛿𝑞 +

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇
𝛿𝑞̇ 𝑑𝑡 − 2

,(

,)
𝐿 𝑞, 𝑞̇, 𝑡 𝑑𝑡

𝛿𝑆 = 2
,(

,) 𝜕𝐿
𝜕𝑞 𝛿𝑞 +

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞̇ 𝑑𝑡 = 2

,(

,) 𝜕𝐿
𝜕𝑞 𝛿𝑞𝑑𝑡 +

2
,(

,) 𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞̇𝑑𝑡

2
,(

,) 𝜕𝐿
𝜕𝑞̇
𝛿𝑞̇𝑑𝑡 =?



2
,(

,) 𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞̇𝑑𝑡 =?

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇
𝛿𝑞 =

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇

𝛿𝑞 +
𝜕𝐿
𝜕𝑞̇

𝑑
𝑑𝑡

𝛿𝑞

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞 =

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞 +

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿

𝑑
𝑑𝑡 𝑞

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇
𝛿𝑞 =

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇

𝛿𝑞 +
𝜕𝐿
𝜕𝑞̇
𝛿𝑞̇

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞̇ =

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞 −

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞

2
,(

,) 𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞̇𝑑𝑡 = 2

,(

,) 𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞 𝑑𝑡 − 2

,(

,) 𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞𝑑𝑡



2
,(

,) 𝜕𝐿
𝜕𝑞̇
𝛿𝑞̇𝑑𝑡 = 2

,(

,) 𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇
𝛿𝑞 𝑑𝑡 − 2

,(

,) 𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇

𝛿𝑞𝑑𝑡

2
,(

,) 𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞̇𝑑𝑡 =

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞 ,(

,)
−2

,(

,) 𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞𝑑𝑡 #EF$ ?5G 

HID AB %"&
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2
,(

,) 𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞̇𝑑𝑡 = 0 −2

,(

,) 𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞𝑑𝑡

𝛿𝑆 = 2
,(

,) 𝜕𝐿
𝜕𝑞 𝛿𝑞𝑑𝑡 + 2,(

,) 𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞̇𝑑𝑡 = 0

𝛿𝑆 = 2
,(

,) 𝜕𝐿
𝜕𝑞 𝛿𝑞𝑑𝑡 −

2
,(

,) 𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ 𝛿𝑞𝑑𝑡 = 0



𝛿𝑆 = 2
,(

,) 𝜕𝐿
𝜕𝑞
𝛿𝑞𝑑𝑡 − 2

,(

,) 𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇

𝛿𝑞𝑑𝑡 = 0

𝛿𝑆 = 2
,(

,) 𝜕𝐿
𝜕𝑞

−
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇

𝛿𝑞𝑑𝑡 = 0

𝜕𝐿
𝜕𝑞 −

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇ = 0

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝑞̇

−
𝜕𝐿
𝜕𝑞

= 0
!" #$%& '(%)*" 
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𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

= 𝑄! +
𝜕𝑇
𝜕𝑞!

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

−
𝜕𝑇
𝜕𝑞!

= 𝑄!

𝑄1 ='
034

6

𝐹07
𝜕𝑥0
𝜕𝑞1

+ 𝐹08
𝜕𝑦0
𝜕𝑞1

+ 𝐹09
𝜕𝑧0
𝜕𝑞1

𝑇 =0
"(#

&
1
2
𝑚" 𝑥̇"$ + 𝑦̇"$ + 𝑧̇"$

𝑄!#$ ==
"#$

%

𝐹"*
𝜕𝑥"
𝜕𝑥$

+ 𝐹"+
𝜕𝑦"
𝜕𝑥$

+ 𝐹",
𝜕𝑧"
𝜕𝑥$

==
"#$

%

𝐹"*
𝜕𝑥"
𝜕𝑥$

==
"#$

%

𝐹"*𝛿"$ = 𝐹$*

𝑄!#& ==
"#$

%

𝐹"*
𝜕𝑥"
𝜕𝑦$

+ 𝐹"+
𝜕𝑦"
𝜕𝑦$

+ 𝐹",
𝜕𝑧"
𝜕𝑦$

==
"#$

%

𝐹"+
𝜕𝑦"
𝜕𝑦$

==
"#$

%

𝐹"+𝛿"$ = 𝐹$+

𝑄!#- ==
"#$

%

𝐹"*
𝜕𝑥"
𝜕𝑧$

+ 𝐹"+
𝜕𝑦"
𝜕𝑧$

+ 𝐹",
𝜕𝑧"
𝜕𝑧$

==
"#$

%

𝐹",
𝜕𝑧"
𝜕𝑧$

==
"#$

%

𝐹",𝛿"$ = 𝐹$,



𝑄!#. ==
"#$

%

𝐹"*
𝜕𝑥"
𝜕𝑥&

+ 𝐹"+
𝜕𝑦"
𝜕𝑥&

+ 𝐹",
𝜕𝑧"
𝜕𝑥&

==
"#$

%

𝐹"*
𝜕𝑥"
𝜕𝑥&

==
"#$

%

𝐹"*𝛿"& = 𝐹&*

𝑄!#/ ==
"#$

%

𝐹"*
𝜕𝑥"
𝜕𝑦&

+ 𝐹"+
𝜕𝑦"
𝜕𝑦&

+ 𝐹",
𝜕𝑧"
𝜕𝑦&

==
"#$

%

𝐹"+
𝜕𝑦"
𝜕𝑦&

==
"#$

%

𝐹"+𝛿"& = 𝐹&+

𝑄!#0 ==
"#$

%

𝐹"*
𝜕𝑥"
𝜕𝑧&

+ 𝐹"+
𝜕𝑦"
𝜕𝑧&

+ 𝐹",
𝜕𝑧"
𝜕𝑧&

==
"#$

%

𝐹",
𝜕𝑧"
𝜕𝑧&

==
"#$

%

𝐹",𝛿"& = 𝐹&,

𝑄!#1 ==
"#$

%

𝐹"*
𝜕𝑥"
𝜕𝑥-

+ 𝐹"+
𝜕𝑦"
𝜕𝑥-

+ 𝐹",
𝜕𝑧"
𝜕𝑥-

==
"#$

%

𝐹"*
𝜕𝑥"
𝜕𝑥-

==
"#$

%

𝐹"*𝛿"- = 𝐹-*

𝑄!#2 ==
"#$

%

𝐹"*
𝜕𝑥"
𝜕𝑦-

+ 𝐹"+
𝜕𝑦"
𝜕𝑦-

+ 𝐹",
𝜕𝑧"
𝜕𝑦-

==
"#$

%

𝐹"+
𝜕𝑦"
𝜕𝑦-

==
"#$

%

𝐹"+𝛿"- = 𝐹-+

𝑄!#3 ==
"#$

%

𝐹"*
𝜕𝑥"
𝜕𝑧-

+ 𝐹"+
𝜕𝑦"
𝜕𝑧-

+ 𝐹",
𝜕𝑧"
𝜕𝑧-

==
"#$

%

𝐹",
𝜕𝑧"
𝜕𝑧-

==
"#$

%

𝐹",𝛿"- = 𝐹-,



𝑄" =$
!#$

&

𝐹!(
𝜕𝑥!
𝜕𝑞"

+ 𝐹!)
𝜕𝑦!
𝜕𝑞"

+ 𝐹!*
𝜕𝑧!
𝜕𝑞"

if 𝑞! = 𝑥4 → 𝑄! ==
"#$

%

𝐹"*
𝜕𝑥"
𝜕𝑥4

+ 𝐹"+
𝜕𝑦"
𝜕𝑥4

+ 𝐹",
𝜕𝑧"
𝜕𝑥4

==
"#$

%

𝐹"*𝛿"4 + 0 + 0 = 𝐹4*

if 𝑞! = 𝑦4 → 𝑄! ==
"#$

%

𝐹"*
𝜕𝑥"
𝜕𝑦4

+ 𝐹"+
𝜕𝑦"
𝜕𝑦4

+ 𝐹",
𝜕𝑧"
𝜕𝑦4

==
"#$

%

0 + 𝐹"+𝛿"4 + 0 = 𝐹4+

if 𝑞! = 𝑧4 → 𝑄! ==
"#$

%

𝐹"*
𝜕𝑥"
𝜕𝑧4

+ 𝐹"+
𝜕𝑦"
𝜕𝑧4

+ 𝐹",
𝜕𝑧"
𝜕𝑧4

==
"#$

%

0 + 0 + 𝐹",𝛿"4 = 𝐹4,



𝑇 ='
034

6
1
2𝑚0 𝑥̇0: + 𝑦̇0: + 𝑧̇0:

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

−
𝜕𝑇
𝜕𝑞!

= 𝑄!

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑥̇"

−
𝜕𝑇
𝜕𝑥"

= 𝐹"E

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑦̇"

−
𝜕𝑇
𝜕𝑦"

= 𝐹"F

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑧̇"

−
𝜕𝑇
𝜕𝑧"

= 𝐹"G

𝜕𝑇
𝜕𝑥"

=
𝜕𝑇
𝜕𝑦"

=
𝜕𝑇
𝜕𝑧"

= 0

𝜕𝑇
𝜕𝑥̇"

= 𝑚"𝑥̇"
𝜕𝑇
𝜕𝑦̇"

= 𝑚"𝑦̇"
𝜕𝑇
𝜕𝑧̇"

= 𝑚"𝑧̇"

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑥̇"

= 𝑚"𝑥̈"
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑦̇"

= 𝑚"𝑦̈"
𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑧̇"

= 𝑚"𝑧̈"

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑥̇"

−
𝜕𝑇
𝜕𝑥"

= 𝑚" ̈𝑥" − 0 = 𝐹"E

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑦̇"

−
𝜕𝑇
𝜕𝑦"

= 𝑚" ̈𝑦" − 0 = 𝐹"F

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑧̇"

−
𝜕𝑇
𝜕𝑧"

= 𝑚" ̈𝑧" − 0 = 𝐹"G

!" #$%& C9./?@ )BD /?98@ #EFGH
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5;'4UV UI*#(W &J G.H B7 S*X 𝑚 4. 4!AK'H YZ[0 !'-L

𝑇 = 3
4
𝑚 𝑟̇4 + 𝑟4𝜃̇4

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇!

−
𝜕𝑇
𝜕𝑞!

= 𝑄!

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑟̇ −

𝜕𝑇
𝜕𝑟 = 𝐹I

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝜃̇

−
𝜕𝑇
𝜕𝜃 = 𝑟𝐹J

𝜕𝑇
𝜕𝑟

= 𝑚𝑟𝜃̇&

𝜕𝑇
𝜕𝜃

= 0

𝜕𝑇
𝜕𝑟̇ = 𝑚𝑟̇

𝜕𝑇
𝜕𝜃̇

= 𝑚𝑟&𝜃̇

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑟̇ = 𝑚𝑟̈

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝜃̇

= 2𝑚𝑟𝑟̇𝜃̇ + 𝑚𝑟&𝜃̈

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑟̇ −

𝜕𝑇
𝜕𝑟 = 𝑚𝑟̈ −𝑚𝑟𝜃̇+ = 𝐹-

𝑚𝑟̈ −𝑚𝑟𝜃̇& = 𝐹I
!" #$%" &'( )$*+ ,-.'/ #*,0 1.!2 345

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝜃̇

−
𝜕𝑇
𝜕𝜃 = 2𝑚𝑟𝑟̇𝜃̇ + 𝑚𝑟&𝜃̈ − 0 = 𝑟𝐹5

𝑚𝑟𝜃̈ + 2𝑚𝑟̇𝜃̇ = 𝐹J
'$ #EF$ &5X 2-D5Y '"1@"UB 7) ZOA8 A[N8 &1 #\8 𝜃 
2)%B ?J ,DZ8 J?5@$ ?Y 𝜃̇ ]"& ^1T  ?,8
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𝑇 =
1
2
𝑚 𝑟̇! + 𝑟!𝜃̇! + 𝑚𝑟!𝜃̇𝜔 +

1
2
𝑚𝑟!𝜔!

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑞̇"

−
𝜕𝑇
𝜕𝑞"

= 𝑄"

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑟̇ −

𝜕𝑇
𝜕𝑟 = 𝐹-

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝜃̇

−
𝜕𝑇
𝜕𝜃 = 𝑟𝐹.

𝜕𝑇
𝜕𝑟 = 𝑚𝑟𝜃̇& + 2𝑚𝑟𝜔𝜃̇ +𝑚𝜔&𝑟

𝜕𝑇
𝜕𝜃

= 0

𝜕𝑇
𝜕𝑟̇

= 𝑚𝑟̇

𝜕𝑇
𝜕𝜃̇

= 𝑚𝑟+𝜃̇ + 𝑚𝑟+𝜔

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝑟̇ = 𝑚𝑟̈

𝑑
𝑑𝑡

𝜕𝑇
𝜕𝜃̇

= 2𝑚𝑟𝑟̇𝜃̇ + 𝑚𝑟+𝜃̈ + 2𝑚𝜔𝑟𝑟̇

𝑑
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 هاگتسد رد اما ،دشاب یسامم هفلوم ياراد دناوت یم طقف نکاس هاگتسد رد ،هلب :خساپ
.دشاب یعاعش و یسامم هفلوم ود ره ياراد دناوت یم راود
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