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𝑥 = 𝑓 − 𝑕  

𝑝𝑓 =
𝜕𝑇

𝜕𝑓 
= 𝑚 𝑓 − 𝑕 + 𝑚

𝑕 𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓

𝑓𝑕
= 𝑚 𝑓 − 𝑕 +

𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓

𝑓
 

𝑦 = 𝑓𝑕 −1 2 𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓  

𝑇 =
1

2
𝑚𝑥 2 +

1

2
𝑚𝑦 2 

𝑇 =
1

2
𝑚 𝑓 − 𝑕 

2
+
1

2
𝑚

𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓
2

𝑓𝑕
 

𝑝𝑓 = 𝑚
𝑓 + 𝑕

𝑓
𝑓  



𝑝ℎ =
𝜕𝑇

𝜕𝑕 
= −𝑚 𝑓 − 𝑕 + 𝑚

𝑓 𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓

𝑓𝑕
= 𝑚 𝑕 − 𝑓 +

𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓

𝑕
 

𝑇 =
1

2
𝑚 𝑓 − 𝑕 

2
+
1

2
𝑚

𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓
2

𝑓𝑕
 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑓 
−
𝜕𝑇

𝜕𝑓
= 0 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑓 
=

𝑑

𝑑𝑡
𝑚

𝑓 + 𝑕

𝑓
𝑓 = 𝑚

𝑓 + 𝑕

𝑓
𝑓 +

𝑓 + 𝑕 

𝑓
𝑓 −

𝑓 + 𝑕

𝑓2
𝑓 𝑓  

𝑝ℎ = 𝑚
𝑕 + 𝑓

𝑕
𝑕  

𝜕𝑇

𝜕𝑓
= 𝑚

𝑕 𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓

𝑓𝑕
−
1

2
𝑚

𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓
2

𝑓2𝑕
 



𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑓 
−
𝜕𝑇

𝜕𝑓
= 0 

𝑓 + 𝑕

𝑓
𝑓 +

𝑓 + 𝑕 

𝑓
𝑓 −

𝑓 + 𝑕

𝑓2
𝑓 2 −

𝑕 𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓

𝑓𝑕
+

𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓
2

2𝑓2𝑕
= 0 

𝑇 =
1

2
𝑚 𝑓 − 𝑕 

2
+
1

2
𝑚

𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓
2

𝑓𝑕
 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑕 
−
𝜕𝑇

𝜕𝑕
= 0 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑕 
=

𝑑

𝑑𝑡
𝑚
𝑕 + 𝑓

𝑕
𝑕 = 𝑚

𝑕 + 𝑓

𝑕
𝑕 +

𝑕 + 𝑓 

𝑕
𝑕 −

𝑕 + 𝑓

𝑕2
𝑕 𝑕  

𝜕𝑇

𝜕𝑕
= 𝑚

𝑓 𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓

𝑓𝑕
−
1

2
𝑚

𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓
2

𝑓𝑕2
 

𝑕 + 𝑓

𝑕
𝑕 +

𝑕 + 𝑓 

𝑕
𝑕 −

𝑕 + 𝑓

𝑕2
𝑕 2 −

𝑓 𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓

𝑓𝑕
+

𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓
2

2𝑓𝑕2
= 0 



𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑓 
−
𝜕𝑇

𝜕𝑓
= 𝑄𝑓 

𝑚
𝑓 + 𝑕

𝑓
𝑓 +

𝑓 + 𝑕 

𝑓
𝑓 −

𝑓 + 𝑕

𝑓2
𝑓 2 −

𝑕 𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓

𝑓𝑕
+

𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓
2

2𝑓2𝑕
= 𝑄𝑓 

𝑓 = 𝑓0 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑓 
−
𝜕𝑇

𝜕𝑓
= 𝑄𝑓 

𝑓 = 𝑓 = 0 𝑕 = 𝑕 0 𝑕 = 0 

𝑄𝑓 = −𝑚
𝑕 0𝑕 0𝑓0
𝑓0𝑕

+𝑚
𝑕 0

2
𝑓0

2

2𝑓0
2𝑕

 

𝑚
𝑕 + 𝑓

𝑕
𝑕 +

𝑕 + 𝑓 

𝑕
𝑕 −

𝑕 + 𝑓

𝑕2
𝑕 2 −

𝑓 𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓

𝑓𝑕
+

𝑓 𝑕 + 𝑕 𝑓
2

2𝑓𝑕2
= 𝑄ℎ 

𝑄ℎ = 𝑚
𝑕 0
𝑕
𝑕 0 −𝑚

𝑕 + 𝑓0
𝑕2

𝑕 0
2
+
𝑕 0

2
𝑓0

2

2𝑓0𝑕
2
= 𝑚

𝑕𝑕 0
2
− 𝑕𝑕 0

2
− 𝑓0𝑕 0

2

𝑕2
+𝑚

𝑕 0
2
𝑓0

2𝑕2
 

𝑄ℎ = −𝑚
𝑕 0

2
𝑓0

2𝑕2
 

𝑄𝑓 = −
1

2
𝑚

ℎ 0
2

ℎ
 



𝑄ℎ = −𝑚
𝑕 0

2
𝑓0

2𝑕2
 𝑄𝑓 = −

1

2
𝑚

ℎ 0
2

ℎ
 

𝑄𝑘 = 𝐹𝑖𝑥
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑞𝑘

+ 𝐹𝑖𝑦
𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑞𝑘

+ 𝐹𝑖𝑧
𝜕𝑧𝑖
𝜕𝑞𝑘

𝑁

𝑖=1

 

𝑄𝑓 = 𝐹𝑥
𝜕𝑥

𝜕𝑓
+ 𝐹𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑓
 𝑄ℎ = 𝐹𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑕
+ 𝐹𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑕
 

𝑥 = 𝑓 − 𝑕 

𝜕𝑥

𝜕𝑓
= 1 

𝑦 = 2 𝑓𝑕 1 2  

𝜕𝑥

𝜕𝑕
= −1 

𝜕𝑦

𝜕𝑓
= −

𝑕

𝑓

1 2 

 
𝜕𝑦

𝜕𝑕
= −

𝑓

𝑕

1 2 

 −
1

2
𝑚
𝑕 0

2

𝑕
= 𝐹𝑥 −

𝑕

𝑓

1 2 

𝐹𝑦 

−𝑚
𝑕 0

2
𝑓0

2𝑕2
= −𝐹𝑥 −

𝑓

𝑕

1 2 

𝐹𝑦 



−
1

2
𝑚
𝑕 0

2

𝑕
= 𝐹𝑥 −

𝑕

𝑓

1 2 

𝐹𝑦 

−𝑚
𝑕 0

2
𝑓0

2𝑕2
= −𝐹𝑥 −

𝑓

𝑕

1 2 

𝐹𝑦 

𝑚
𝑕 0

2
𝑓0

2𝑕2
+
𝑕 0

2

2𝑕
=

𝑓

𝑕

1 2 

+
𝑕

𝑓

1 2 

𝐹𝑦 

𝐹𝑦 = 𝑚
𝑕 0

2
𝑓0 + 𝑕

2𝑕2
𝑕𝑓0

1 2 

𝑓0 + 𝑕
 

−
1

2
𝑚
𝑕 0

2

𝑕
×

𝑓

𝑕

1 2 

=
𝑓

𝑕

1 2 

𝐹𝑥 − 𝐹𝑦 

−𝑚
𝑕 0

2
𝑓0

2𝑕2
× −

𝑕

𝑓

1 2 

=
𝑕

𝑓

1 2 

𝐹𝑥 + 𝐹𝑦 

𝑚
𝑕 0

2
𝑓0

2𝑕2
𝑕1 2 

𝑓1 2 
+
𝑕 0

2

2𝑕

𝑓1 2 

𝑕1 2 
=

𝑓

𝑕

1 2 

+
𝑕

𝑓

1 2 

𝐹𝑥 

𝐹𝑦 = 𝑚
𝑕 0

2
𝑕𝑓0

1 2 

2𝑕2
 

𝑚
𝑕 0

2
𝑓0𝑕 − 𝑕 0

2
𝑓0𝑕

2𝑕2 𝑕𝑓0
1 2 

=
𝑓0 + 𝑕

𝑕𝑓0
1 2 

𝐹𝑥 

𝐹𝑥 = 0 



 𝑕1هکاى قررُ هتحرک اٍل •
 𝑕2دٍم هکاى قررُ هتحرک •
 𝑦1هکاى جرم اٍل •
 𝑦2هکاى جرم دٍم •
 𝑦3سَم هکاى جرم •
 𝑦4چهارم هکاى جرم •

𝑦1 − 𝑕1 + 𝑦2 − 𝑕1 = 𝑙1 

𝑦2 = 𝑙1 + 2𝑕1 − 𝑦1 

𝑦3 − 𝑕2 + 𝑦4 − 𝑕2 = 𝑙2 

𝑕1 + 𝑕2 = 𝑙3 

𝑦4 = 𝑙2 + 2𝑕2 − 𝑦3 

𝑦4 = 𝑙2 + 2𝑙3 − 2𝑕1 − 𝑦3 



𝑦2 = 𝑙1 + 2𝑕1 − 𝑦1 

𝑦4 = 𝑙2 + 2𝑙3 − 2𝑕1 − 𝑦3 

𝑦 2 = 2𝑕 1 − 𝑦 1 

𝑦 4 = −2𝑕 1 − 𝑦 3 

𝑇 =
1

2
𝑚𝑦 1

2 +
1

2
2𝑚𝑦 2

2 +
1

2
3𝑚𝑦 3

2 +
1

2
4𝑚𝑦 4

2 

𝑉 = −𝑚𝑔𝑦1 − 2𝑚𝑔𝑦2 − 3𝑚𝑔𝑦3 − 4𝑚𝑔𝑦4 

𝑇 =
1

2
𝑚 𝑦 1

2 + 2 2𝑕 1 − 𝑦 1
2
+ 3𝑦 3

2 + 4 −2𝑕 1 − 𝑦 3
2

 

𝑇 =
1

2
𝑚 3𝑦 1

2 − 8𝑕 1𝑦 1 + 7𝑦 3
2 + 16𝑕 1𝑦 3 + 24𝑕 1

2
 

𝑉 = −𝑚𝑔 𝑦1 + 2 𝑙1 + 2𝑕1 − 𝑦1 + 3𝑦3 + 4 𝑙2 + 2𝑙3 − 2𝑕1 − 𝑦3  

𝑉 = −𝑚𝑔 𝑦1 + 2𝑦2 + 3𝑦3 + 4𝑦4  

𝑉 = 𝑚𝑔 𝑦1 + 4𝑕1 + 𝑦3 −𝑚𝑔 2𝑙1 + 4𝑙2 + 8𝑙3  



𝐿 = 𝑇 − 𝑉 

𝐿 =
1

2
𝑚 3𝑦 1

2 − 8𝑕 1𝑦 1 + 7𝑦 3
2 + 16𝑕 1𝑦 3 + 24𝑕 1

2
−𝑚𝑔 𝑦1 + 4𝑕1 + 𝑦3 +𝑚𝑔 2𝑙1 + 4𝑙2 + 8𝑙3  

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞 
−
𝜕𝐿

𝜕𝑞
= 0 

𝜕𝐿

𝜕𝑦 1
= 3𝑚𝑦 1 − 4𝑚𝑕 1 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑦 1
= 3𝑚𝑦 1 − 4𝑚𝑕 1 

𝜕𝐿

𝜕𝑦1
= −𝑚𝑔 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑦 1
−

𝜕𝐿

𝜕𝑦1
= 3𝑚𝑦 1 − 4𝑚𝑕 1 +𝑚𝑔 = 0 

3𝑦 1 − 4𝑕 1 + 𝑔 = 0 

𝜕𝐿

𝜕𝑕 1
= 24𝑚𝑕 1 − 4𝑚𝑦 1 + 8𝑚𝑦 3 

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝑕 1
= 24𝑚𝑕 1 − 4𝑚𝑦 1 + 8𝑚𝑦 3 

𝜕𝐿

𝜕𝑕1
= −4𝑚𝑔 

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝑕 1
−

𝜕𝐿

𝜕𝑕1
= 24𝑚𝑕 1 − 4𝑚𝑦 1 + 8𝑚𝑦 3 + 4𝑚𝑔 = 0 



𝐿 =
1

2
𝑚 3𝑦 1

2 − 8𝑕 1𝑦 1 + 7𝑦 3
2 + 16𝑕 1𝑦 3 + 24𝑕 1

2
−𝑚𝑔 𝑦1 + 4𝑕1 + 𝑦3 +𝑚𝑔 2𝑙1 + 4𝑙2 + 8𝑙3  

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞 
−
𝜕𝐿

𝜕𝑞
= 0 

3𝑦 1 − 4𝑕 1 + 𝑔 = 0 

6𝑕 1 − 𝑦 1 + 2𝑦 3 + 𝑔 = 0 

𝜕𝐿

𝜕𝑦 3
= 7𝑚𝑦 3 + 8𝑚𝑕 1 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑦 3
= 7𝑚𝑦 3 + 8𝑚𝑕 1 

𝜕𝐿

𝜕𝑦3
= −𝑚𝑔 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑦 3
−

𝜕𝐿

𝜕𝑦3
= 7𝑚𝑦 3 + 8𝑚𝑕 1 +𝑚𝑔 = 0 

7𝑦 3 + 8𝑕 1 + 𝑔 = 0 

6𝑕 1 − 𝑦 1 + 2𝑦 3 + 𝑔 = 0 

𝑦 3 = −
8𝑕 1 + 𝑔

7
 

6𝑕 1 − 𝑦 1 + 2 −
8𝑕 1 + 𝑔

7
+ 𝑔 = 0 



3𝑦 1 − 4𝑕 1 + 𝑔 = 0 

× 3 

6𝑕 1 − 𝑦 1 + 2 −
8𝑕 1 + 𝑔

7
+ 𝑔 = 0 

42𝑕 1 − 7𝑦 1 − 16𝑕 1 − 2𝑔 + 7𝑔 = 0 

26𝑕 1 − 7𝑦 1 + 5𝑔 = 0 

× 7 

78𝑕 1 − 21𝑦 1 + 15𝑔 = 0 

21𝑦 1 − 28𝑕 1 + 7𝑔 = 0 

50𝑕 1 + 22𝑔 = 0 𝑕 1 = −
22

50
𝑔 = −

11

25
𝑔 

21𝑦 1 − 28 −
11

25
𝑔 + 7𝑔 = 0 25 × 21𝑦 1 + 308𝑔 + 175𝑔 = 0 

525𝑦 1 = −483𝑔 𝑦 1 = −
483

25 × 21
𝑔 = −

23 × 21

25 × 21
𝑔 𝑦 1 = −

23

25
𝑔 

𝑕 1 = −
11

25
𝑔 



𝑦 1 = −
23

25
𝑔 𝑕 1 = −

11

25
𝑔 𝑦 2 = 2𝑕 1 − 𝑦 1 

𝑦 2 = 2𝑕 1 − 𝑦 1 𝑦 2 = 2 −
11

25
𝑔 − −

23

25
𝑔  𝑦 2 =

1

25
𝑔 

7𝑦 3 + 8𝑕 1 + 𝑔 = 0 7𝑦 3 + 8 −
11

25
𝑔 + 𝑔 = 0 

25 × 7𝑦 3 − 8 × 11𝑔 + 25𝑔 = 0 𝑦 3 =
63

25 × 7
𝑔 𝑦 3 =

9

25
𝑔 

𝑦 4 = −2𝑕 1 − 𝑦 3 𝑦 4 = −2𝑕 1 − 𝑦 3 𝑦 4 = −2 −
11

25
𝑔 −

9

25
𝑔  

𝑦 4 =
13

25
𝑔 



𝑦 1 = −
23

25
𝑔 

𝑚𝑔 − 𝑇1 = 𝑚𝑦 1 = −𝑚
23

25
𝑔 𝑇1 =

48

25
𝑚𝑔 

2𝑚𝑔 − 𝑇2 = 2𝑚𝑦 2 = 2𝑚
1

25
𝑔 

𝑦 2 =
1

25
𝑔 

𝑇2 =
48

25
𝑚𝑔 

3𝑚𝑔 − 𝑇3 = 3𝑚𝑦 3 = 3𝑚
9

25
𝑔 

𝑦 3 =
9

25
𝑔 

𝑇3 =
48

25
𝑚𝑔 

4𝑚𝑔 − 𝑇4 = 4𝑚𝑦 4 = 4𝑚
13

25
𝑔 

𝑦 4 =
13

25
𝑔 

𝑇4 =
48

25
𝑚𝑔 

𝑇1 + 𝑇2 − 𝑇ℎ = 0 𝑇ℎ = 𝑇1 + 𝑇2 𝑇ℎ =
96

25
𝑚𝑔 

𝑇ℎ + 𝑇ℎ − 𝑇 = 0 𝑇 = 2𝑇ℎ 𝑇 =
192

25
𝑚𝑔 



هقید است کِ بدٍى لغسش بر رٍی ًیوِ پاییٌی سطح داخلی یک استَاًِ تَخالی بِ ρ کرُ ای بِ ضؼاع : توریي
 .تابغ لاگراًصی را بٌَیسید. بغلتد Rضؼاع داخلی 

𝑇 =
1

2
𝑚𝑟 2 +

1

2
𝑚𝑟2𝜃 2 +

1

2
𝐼𝜙 2 

𝑟 = 𝑅 − 𝜌 

𝑉 = − 𝑅 − 𝜌 cos 𝜃 𝑚𝑔 

𝑟 = 0 
𝑇 =

1

2
𝑚 𝑅 − 𝜌 2𝜃 2 +

1

2
𝐼𝜙 2 

یؼٌی ٍقتی تتا )اگر اًرشی پتاًسیل در بالاتریي ًقطِ استَاًِ 
 :صفر فرض کٌین( برابر ًَد درجِ است

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 𝐿 =
1

2
𝑚 𝑅 − 𝜌 2𝜃 2 +

1

2
𝐼𝜙 2 + 𝑅 − 𝜌 cos 𝜃 𝑚𝑔 

𝐼 =
2

5
𝑚𝜌2 𝐿 =

1

2
𝑚 𝑅 − 𝜌 2𝜃 2 +

1

5
𝑚𝜌2𝜙 2 + 𝑅 − 𝜌 cos 𝜃 𝑚𝑔 

حرکت + دٍراى هرکس جرم حَل هحَر استَاًِ 
 دٍراًی کرُ حَل هرکس جرم



هقید است کِ بدٍى لغسش بر رٍی ًیوِ پاییٌی سطح داخلی یک استَاًِ تَخالی بِ ρ کرُ ای بِ ضؼاع : توریي
 .تابغ لاگراًصی را بٌَیسید. بغلتد Rضؼاع داخلی 

 :ضرط غلتص

𝐿 =
1

2
𝑚 𝑅 − 𝜌 2𝜃 2 +

1

5
𝑚𝜌2𝜙 2 + 𝑅 − 𝜌 cos 𝜃 𝑚𝑔 

𝑅 − 𝜌 𝜃 = 𝜌𝜙 

𝑅 − 𝜌

𝜌
𝜃 = 𝜙  

𝐿 =
1

2
𝑚 𝑅 − 𝜌 2𝜃 2 +

1

5
𝑚 𝑅 − 𝜌 2𝜃 2 + 𝑅 − 𝜌 cos 𝜃 𝑚𝑔 

𝐿 =
7

10
𝑚 𝑅 − 𝜌 2𝜃 2 + 𝑅 − 𝜌 cos 𝜃 𝑚𝑔 

𝜕𝐿

𝜕𝜃 
=
7

5
𝑚 𝑅 − 𝜌 2𝜃  

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝜃 
=
7

5
𝑚 𝑅 − 𝜌 2𝜃  

𝜕𝐿

𝜕𝜃
= −𝑚𝑔 𝑅 − 𝜌 sin 𝜃 



هقید است کِ بدٍى لغسش بر رٍی ًیوِ پاییٌی سطح داخلی یک استَاًِ تَخالی بِ ρ کرُ ای بِ ضؼاع : توریي
 .تابغ لاگراًصی را بٌَیسید. بغلتد Rضؼاع داخلی 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝜃 
=
7

5
𝑚 𝑅 − 𝜌 2𝜃  

𝜕𝐿

𝜕𝜃
= −𝑚𝑔 𝑅 − 𝜌 sin 𝜃 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝜃 
−
𝜕𝐿

𝜕𝜃
= 0 

7

5
𝑚 𝑅 − 𝜌 2𝜃 + 𝑚𝑔 𝑅 − 𝜌 sin 𝜃 = 0 

𝜃 = −
5𝑔

7 𝑅 − 𝜌
sin 𝜃 



حرکت دٍراًی حَل هرکس جرم + حرکت اًتقالی هرکس جرم   

𝑇 =
1

2
𝑚𝑥 2 +

1

2
𝑚𝑦 2 +

1

2
𝐼𝜔2 

𝑥 =
𝑙

2
cos 𝜃 

𝑦 =
𝑙

2
sin 𝜃 

𝑥 = −
𝑙

2
sin 𝜃 𝜃  

𝑦 =
𝑙

2
cos 𝜃 𝜃  

𝜔 = 𝜃  

𝐼 =  
1

12
𝑚𝑙2 

𝑇 =
1

8
𝑚𝑙2sin2𝜃𝜃 2 +

1

8
𝑚𝑙2cos2𝜃𝜃 2 +

1

24
𝑚𝑙2𝜃 2 𝑇 =

1

6
𝑚𝑙2𝜃 2 

𝑉 = 𝑚𝑔𝑦 = 𝑚𝑔
𝑙

2
sin 𝜃 𝐿 = 𝑇 − 𝑉 =

1

6
𝑚𝑙2𝜃 2 −𝑚𝑔

𝑙

2
sin 𝜃 

𝑥 = −
𝑙

2
sin 𝜃 𝜃 −

𝑙

2
cos 𝜃 𝜃 2 



𝐿 =
1

6
𝑚𝑙2𝜃 2 −𝑚𝑔

𝑙

2
sin 𝜃 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝜃 
−
𝜕𝐿

𝜕𝜃
= 0 

𝜕𝐿

𝜕𝜃 
=
1

3
𝑚𝑙2𝜃  

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝜃 
=
1

3
𝑚𝑙2𝜃  

𝜕𝐿

𝜕𝜃
= −𝑚𝑔

𝑙

2
cos 𝜃 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝜃 
−
𝜕𝐿

𝜕𝜃
=
1

3
𝑚𝑙2𝜃 + 𝑚𝑔

𝑙

2
cos 𝜃 = 0 

1

3
𝑚𝑙2𝜃 + 𝑚𝑔

𝑙

2
cos 𝜃 = 0 𝜃 + 𝑔

3

2𝑙
cos 𝜃 = 0 

𝑑

𝑑𝑡

1

2
𝜃 2 − 𝑔

3

2𝑙
sin 𝜃 = 𝜃 𝜃 + 𝑔

3

2𝑙
cos 𝜃 𝜃  

1

2
𝜃 2 − 𝑔

3

2𝑙
sin 𝜃 = 𝑐𝑡𝑒 



1

2
𝜃 2 − 𝑔

3

2𝑙
sin 𝜃 = 𝑐𝑡𝑒 

𝑡در لحظِ =  .  ٍ سرػت برابر صفر است αزاٍیِ ًردباى با زهیي برابر   0

0 − 𝑔
3

2𝑙
sin 𝜃 = 𝑐𝑡𝑒 

𝑐𝑡𝑒 = 𝑔
3

2𝑙
sin 𝛼 

1

2
𝜃 2 − 𝑔

3

2𝑙
sin 𝜃 = 𝑔

3

2𝑙
sin 𝛼 

 .  جدا ضدى ًردباى از دیَار ًیرٍی ػوَدی سطح در راستای افقی برابر صفر هی ضَد در لحظِ

𝑥 = 0 𝑥 = −
𝑙

2
sin 𝜃 𝜃 + cos 𝜃 𝜃 2 = 0 

𝜃 2 =
3𝑔

𝑙
sin 𝛼 − sin 𝜃  𝜃 = −

3𝑔

2𝑙
cos 𝜃 

−sin 𝜃
3𝑔

2𝑙
cos 𝜃 + cos 𝜃

3𝑔

𝑙
sin 𝛼 − sin 𝜃 = 0 −

3

2
sin 𝜃 + sin 𝛼 = 0 

θ = sin−1
2

3
sin𝛼  



𝑋1 = 𝑥 − 𝑥1 + 𝑙1  

𝑋2 = 𝑥 + 𝑥2 + 𝑙2  

𝑇 =
1

2
𝑚1𝑋 1

2
+
1

2
𝑚2𝑋 2

2
+
1

2
𝑚3𝑥 

2 𝑋 1 = 𝑥 − 𝑥 1 𝑋 2 = 𝑥 + 𝑥 2 

𝑇 =
1

2
𝑚1 𝑥 − 𝑥 1

2 +
1

2
𝑚2 𝑥 + 𝑥 2

2 +
1

2
𝑚3𝑥 

2 

𝑉 =
1

2
𝑘1𝑥1

2 +
1

2
𝑘2𝑥2

2 

𝐿 =
1

2
𝑚1 𝑥 − 𝑥 1

2 +𝑚2 𝑥 + 𝑥 2
2 +𝑚3𝑥 

2 − 𝑘1𝑥1
2 − 𝑘2𝑥2

2  



𝜕𝐿

𝜕𝑥 
= 𝑚1 𝑥 − 𝑥 1 +𝑚2 𝑥 + 𝑥 2 +𝑚3𝑥  

𝐿 =
1

2
𝑚1 𝑥 − 𝑥 1

2 +𝑚2 𝑥 + 𝑥 2
2 +𝑚3𝑥 

2 − 𝑘1𝑥1
2 − 𝑘2𝑥2

2  

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑥 
= 𝑚1 𝑥 − 𝑥 1 +𝑚2 𝑥 − 𝑥 2 +𝑚3𝑥  

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑥 
−
𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0 

𝑚1 𝑥 − 𝑥 1 +𝑚2 𝑥 − 𝑥 2 +𝑚3𝑥 = 0 

𝑚1 +𝑚2 +𝑚3 𝑥 − 𝑚1𝑥 1 +𝑚2𝑥 2 = 0 



𝜕𝐿

𝜕𝑥 1
= −𝑚1 𝑥 − 𝑥 1  

𝐿 =
1

2
𝑚1 𝑥 − 𝑥 1

2 +𝑚2 𝑥 + 𝑥 2
2 +𝑚3𝑥 

2 − 𝑘1𝑥1
2 − 𝑘2𝑥2

2  

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑥 1
= −𝑚1 𝑥 − 𝑥 1  

𝜕𝐿

𝜕𝑥1
= −𝑘1𝑥1 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑥 1
−

𝜕𝐿

𝜕𝑥1
= 0 −𝑚1 𝑥 − 𝑥 1 + 𝑘1𝑥1 = 0 𝑚1 𝑥 − 𝑥 1 = 𝑘1𝑥1 

𝜕𝐿

𝜕𝑥 2
= 𝑚2 𝑥 + 𝑥 2  

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑥 2
= 𝑚2 𝑥 + 𝑥 2  

𝜕𝐿

𝜕𝑥2
= −𝑘2𝑥2 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑥 2
−

𝜕𝐿

𝜕𝑥2
= 0 𝑚2 𝑥 + 𝑥 2 + 𝑘2𝑥2 = 0 𝑚2 𝑥 + 𝑥 2 = −𝑘2𝑥2 



𝑚1 𝑥 − 𝑥 1 +𝑚2 𝑥 − 𝑥 2 +𝑚3𝑥 = 0 

𝑚1 𝑥 − 𝑥 1 = 𝑘1𝑥1 

𝑚2 𝑥 + 𝑥 1 = −𝑘2𝑥2 

𝑘1𝑥1 −𝑘2 𝑥2 +𝑚3𝑥 = 0 𝑥 =
𝑘2𝑥2 − 𝑘1𝑥1

𝑚3
 

قَاًیي ًیَتَى 
برای دٍ جرم 

 : اٍل ٍ دٍم

𝑚3𝑥 = −𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥2 

𝑋 1 = 𝑥 − 𝑥 1 𝑋 2 = 𝑥 + 𝑥 2 


