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 ۹۹ارشد 

𝑇 =
1

2
𝑚𝑟 2 +

1

2
𝑚𝑟2𝜃 2 +

1

2
𝐼𝜃 2 حرکت اوتقالی میله در لوله : حرکت +

 حرکت دوراوی میله

𝑉 = −𝑚𝑔𝑟 cos 𝜃 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞 
−
𝜕𝐿

𝜕𝑞
= 0 

𝐿 =
1

2
𝑚𝑟 2 +

1

2
𝑚𝑟2𝜃 2 +

1

2
𝐼𝜃 2 +𝑚𝑔𝑟 cos 𝜃 

𝜕𝐿

𝜕𝑟 
= 𝑚𝑟  

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑟 
= 𝑚𝑟  



𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞 
−
𝜕𝐿

𝜕𝑞
= 0 

𝐿 =
1

2
𝑚𝑟 2 +

1

2
𝑚𝑟2𝜃 2 +

1

2
𝐼𝜃 2 +𝑚𝑔𝑟 cos 𝜃 

𝜕𝐿

𝜕𝑟
= 𝑚𝑟𝜃 2 +𝑚𝑔 cos 𝜃 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑟 
= 𝑚𝑟  

𝑚𝑟 − 𝑚𝑟𝜃 2 −𝑚𝑔 cos 𝜃 = 0 𝑟 − 𝑟𝜃 2 − 𝑔 cos 𝜃 = 0 

𝜕𝐿

𝜕𝜃 
= 𝑚𝑟2𝜃 + 𝐼𝜃  

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝜃 
= 𝑚𝑟2𝜃 + 2𝑚𝑟𝑟 𝜃 + 𝐼𝜃  

𝜕𝐿

𝜕𝜃
= −𝑚𝑔𝑟 sin 𝜃 𝑚𝑟2𝜃 + 2𝑚𝑟𝑟 𝜃 + 𝐼𝜃 + 𝑚𝑔𝑟 sin 𝜃 = 0 



حرکت + حرکت اوتقالی مهره : حرکت
 دوراوی میله

𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 

𝑦 = 𝑙 cos 𝜃 − 𝑟 cos 𝜃 

𝑇 =
1

2
𝑚 𝑥 2 + 𝑦 2 +

1

2
𝐼𝜃 2 𝐼 =

1

3
𝑀𝑙2 

𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 + 𝑟𝜃  cos 𝜃 𝑦 = −𝑟 cos 𝜃 − 𝑙 − 𝑟 𝜃  sin 𝜃 

𝑦 = 𝑙 − 𝑟 cos 𝜃 

𝑇 =
1

2
𝑚 𝑟 2sin2𝜃 + 𝑟2𝜃 2cos2𝜃 + 2𝑙𝑟 𝜃 sin 𝜃 cos 𝜃 + 𝑟 2cos2𝜃 + 𝑙 − 𝑟 2𝜃 2sin2𝜃 +

1

2
𝐼𝜃 2 



𝑉 = 𝑚𝑔 𝑙 − 𝑟 cos 𝜃 + 𝑀𝑔
𝑙

2
cos 𝜃 𝐿 = 𝑇 − 𝑉 

𝐿 =
1

2
𝑚 𝑟 2 + 𝑟2𝜃 2 + 2𝑙𝑟 𝜃 sin 𝜃 cos 𝜃 + 𝑙2𝜃 2sin2𝜃 − 2𝑙𝑟𝜃 2sin2𝜃 +

1

2
𝐼𝜃 2 −𝑚𝑔 𝑙 − 𝑟 cos 𝜃 − 𝑀𝑔

𝑙

2
cos 𝜃 

𝑇 =
1

2
𝑚 𝑟 2sin2𝜃 + 𝑟2𝜃 2cos2𝜃 + 2𝑙𝑟 𝜃 sin 𝜃 cos 𝜃 + 𝑟 2cos2𝜃 + 𝑙 − 𝑟 2𝜃 2sin2𝜃 +

1

2
𝐼𝜃 2 

𝑇 =
1

2
𝑚 𝑟 2 + 𝑟2𝜃 2 + 2𝑙𝑟 𝜃 sin 𝜃 cos 𝜃 + 𝑙2𝜃 2sin2𝜃 − 2𝑙𝑟𝜃 2sin2𝜃 +

1

2
𝐼𝜃 2 

𝑙 − 𝑟 2𝜃 2sin2𝜃 = 𝑙2𝜃 2sin2𝜃 + 𝑟2𝜃 2sin2𝜃 − 2𝑙𝑟𝜃 2sin2𝜃 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞 
−
𝜕𝐿

𝜕𝑞
= 0 

𝜕𝐿

𝜕𝑟 
= 𝑚 𝑟  + 𝑙𝜃 sin 𝜃 cos 𝜃  



𝑑

𝑑𝑡
𝑟  + 𝑙𝜃 sin 𝜃 cos 𝜃 = 𝑚 𝑟 + 𝑙𝜃 sin 𝜃 cos 𝜃 + 𝑙𝜃 2cos2𝜃 − 𝑙𝜃 2sin2𝜃  

𝐿 =
1

2
𝑚 𝑟 2 + 𝑟2𝜃 2 + 2𝑙𝑟 𝜃 sin 𝜃 cos 𝜃 + 𝑙2𝜃 2sin2𝜃 − 2𝑙𝑟𝜃 2sin2𝜃 +

1

2
𝐼𝜃 2 −𝑚𝑔 𝑙 − 𝑟 cos 𝜃 − 𝑀𝑔

𝑙

2
cos 𝜃 

𝜕𝐿

𝜕𝑟
= 𝑚 𝑟𝜃 2 − 𝑙𝜃 2sin2𝜃 + 𝑚𝑔 cos 𝜃 

𝑚 𝑟 + 𝑙𝜃 sin 𝜃 cos 𝜃 + 𝑙𝜃 2cos2𝜃 − 𝑙𝜃 2sin2𝜃 −𝑚 𝑟𝜃 2 − 𝑙𝜃 2sin2𝜃 − 𝑚𝑔 cos 𝜃 = 0 

𝑟 + 𝑙𝜃 sin 𝜃 cos 𝜃 + 𝑙𝜃 2cos2𝜃 − 𝑟𝜃 2 − 𝑔 cos 𝜃 = 0 

دومیه معادله لاگراوژ را به : تمریه
 .دست آوردید



𝑇 =
1

2
𝑚 𝑥 2 + 𝑦 2 +

1

2
𝑀𝑋 2 

𝑥 = 𝑋 + 𝑙𝜃  cos 𝜃 𝑦 = 𝑙𝜃  sin 𝜃 

𝑥 = 𝑋 + 𝑙 sin 𝜃 

𝑦 = −𝑙 cos 𝜃 

𝑇 =
1

2
𝑚 𝑋 2 + 2𝑙𝑋 𝜃 cos 𝜃 + 𝑙2𝜃 2 +

1

2
𝑀𝑋 2 𝑉 = −𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃 

𝐿 =
1

2
𝑚 𝑋 2 + 2𝑙𝑋 𝜃 cos 𝜃 + 𝑙2𝜃 2 +

1

2
𝑀𝑋 2 +𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃 



𝐿 =
1

2
𝑚 𝑋 2 + 2𝑙𝑋 𝜃 cos 𝜃 + 𝑙2𝜃 2 +

1

2
𝑀𝑋 2 +𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃 

𝜕𝐿

𝜕𝑋 
= 𝑚 𝑋 + 𝑙𝜃 cos 𝜃 + 𝑀𝑋  

𝜕𝐿

𝜕𝑋
= 0 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑋 
=

𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝑋 + 𝑚𝑙𝜃 cos 𝜃 + 𝑀𝑋  

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞 
−
𝜕𝐿

𝜕𝑞
= 0 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑋 
= 0 

𝑑

𝑑𝑡
𝑝𝑋 = 0 𝑝𝑋 =  ثابت

𝜕𝐿

𝜕𝜃 
= 𝑚 𝑙𝑋 cos 𝜃 + 𝑙2𝜃  

𝜕𝐿

𝜕𝜃
= 𝑚 −𝑙𝑋 𝜃  sin 𝜃 − 𝑔 sin 𝜃  

𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝑙𝑋 cos 𝜃 + 𝑚𝑙2𝜃 + 𝑚𝑙𝑋 𝜃  sin 𝜃 + 𝑚𝑔 sin 𝜃 = 0 

𝑝𝑋 = 𝑚𝑋 + 𝑚𝑙𝜃 cos 𝜃 + 𝑀𝑋  
𝑋 =

𝑝𝑋 −𝑚𝑙𝜃 cos 𝜃

𝑀 +𝑚
 



𝐿 =
1

2
𝑚 𝑋 2 + 2𝑙𝑋 𝜃 cos 𝜃 + 𝑙2𝜃 2 +

1

2
𝑀𝑋 2 +𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃 

𝑋 =
𝑝𝑋 −𝑚𝑙𝜃 cos 𝜃

𝑀 +𝑚
 

𝑞 𝑘
𝜕𝐿

𝜕𝑞 𝑘
− 𝐿 = 𝐸 

داشتیم که اگر لاگراوژي وابستگی 
صریحی به زمان وداشته باشد آوگاه 

 .اورژي ثابت حرکت خواهد بود

𝑋 
𝜕𝐿

𝜕𝑋 
+ 𝜃 

𝜕𝐿

𝜕𝜃 
− 𝐿 = 𝐸 

𝑋 𝑚𝑋 + 𝑚𝑙𝜃 cos 𝜃 + 𝑀𝑋 + 𝜃 𝑚𝑙𝑋 cos 𝜃 + 𝑚𝑙2𝜃 − 𝐿 = 𝐸 

1

2
𝑚 +𝑀 𝑋 2 +

1

2
𝑚𝑙2𝜃 2 +𝑚𝑙𝑋 𝜃 cos 𝜃 − 𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃 = 𝐸 

𝜕𝐿

𝜕𝑡
= 0 

1

2
𝑚 +𝑀

𝑝𝑋 −𝑚𝑙𝜃 cos 𝜃

𝑀 +𝑚

2

+
1

2
𝑚𝑙2𝜃 2 +𝑚𝑙

𝑝𝑋 −𝑚𝑙𝜃 cos 𝜃

𝑀 +𝑚
𝜃 cos 𝜃 − 𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃 = 𝐸 

1

2

𝑝𝑋
2

𝑀 +𝑚
+
1

2

𝑚2𝑙2𝜃 2cos2𝜃

𝑀 +𝑚
−
𝑝𝑋𝑚𝑙𝜃 cos 𝜃

𝑀 +𝑚
+
1

2
𝑚𝑙2𝜃 2 +𝑚𝑙

𝑝𝑋 −𝑚𝑙𝜃 cos 𝜃

𝑀 +𝑚
𝜃 cos 𝜃 − 𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃 = 𝐸 



1

2

𝑝𝑋
2

𝑀 +𝑚
+
1

2

𝑚2𝑙2𝜃 2cos2𝜃

𝑀 +𝑚
−
𝑝𝑋𝑚𝑙𝜃 cos 𝜃

𝑀 +𝑚
+
1

2
𝑚𝑙2𝜃 2 +𝑚𝑙

𝑝𝑋 −𝑚𝑙𝜃 cos 𝜃

𝑀 +𝑚
𝜃 cos 𝜃 − 𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃 = 𝐸 

1

2

𝑝𝑋
2

𝑀 +𝑚
−
1

2

𝑚2𝑙2𝜃 2cos2𝜃

𝑀 +𝑚
+
1

2
𝑚𝑙2𝜃 2 −𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃 = 𝐸 

′𝑉′ =
1

2

𝑝𝑋
2

𝑀+𝑚
−𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃 = 𝐸 

′𝑉′ −
1

2

𝑚2𝑙2𝜃 2cos2𝜃

𝑀 +𝑚
+
1

2
𝑚𝑙2𝜃 2 = 𝐸 

ومودار پتاوسیل مؤثر بر حسب : تمریه
 .تتا را رسم ومایید


